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摘  要：将土骨架视为具有分数阶导数本构关系的黏弹性体，基于 Biot 两相饱和介质模型，建立具有球形空腔饱和分数导

数黏弹性土体稳态振动的控制方程。通过引入势函数，得到球对称情形下具有球形空腔饱和分数导数黏弹性土体的位移、应

力和孔隙流体压力等解析表达式。考察分数导数模型参数和饱和土参数等对土体振动特性的影响，结果表明，流体压缩性对

饱和土体的动力特性有显著影响，而土骨架压缩性和流-固耦合系数的影响相对较小；分数导数阶数对土体动力特性的影响

与材料参数比的取值有关。同时，边界不排水条件下饱和土体的动力响应大于排水条件下饱和土体的动力响应。 
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Abstract: Regarding the soil skeleton as a viscoelastic medium with fractional derivative constitutive relation, the governing 
equations of the steady state vibration of the saturated fractional derivative viscoelastic soil embedded a spherical cavity are 
established based on the Biot’s theory. The analytical expressions of the displacements, stresses and pore water pressure of the 
saturated fractional derivative viscoelastic soil with a spherical cavity are obtained with the introduction help of potential functions in 
case of spherical symmetry. The influences of the parameters of fractional derivative model and saturated soil on the vibration 
characteristics of the soil are examined; and the numerical results show that the fluid compressibility has a great influence on the 
dynamic characteristics; while the influences of the soil skeleton compressibility and fluid-solid coupling coefficient are trivial. The 
influence of the fractional derivative order on the dynamic behavior of the soil depends on the values of material parameter ratio. 
Furthermore, the dynamic responses of the saturated soil with undrained boundary condition are greater than those with the drained 
boundary condition. 
Key words: saturated viscoelastic soil; spherical cavity; fractional derivative; steady-state vibration; analytical solution 
 

1  引  言 

土体是典型的黏弹性材料，在长期荷载作用下

会产生蠕变和松弛现象。在经典黏弹性模型的基础

上，陈宗基[1]和 Merchant 分别提出了黏弹性固结理

论和 Merchant 流变模型[2]，Yin 等[3－4]建立了单向

压缩固结的黏弹塑性本构模型，陈晓平等[5]建立了

非线性黏弹性固结模型，詹美礼等[6]和赵维炳等[7]

在土的双屈服面弹塑性本构模型[8]基础上，提出了

黏弹塑性固结模型。分数导数模型自 Gement 在 20
世纪 30 年代提出来后，直到 80 年代才受到重视[9]。

刘林超等[10]利用分数导数 Kelvin 模型，研究了软土

蠕变特性，通过对分数导数 Kelvin 模型和经典

Kelvin 模型比较分析，发现前者更接近蠕变试验数
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据。何利军等[11]通过对软土的单向压缩固结试验，

确定了分数导数模型参数，但上述仅利用分数导数

本构关系研究土体材料的蠕变特性。由于基于分数

导数模型建立的动力学方程为奇异性积分-偏微分方

程，因此，其理论分析和数值计算存在诸多困难[12]，

在土体动力特性方面的研究并不多见[13－14]。 
具有球形空腔饱和土的动力响应研究在地下

仓库爆炸、地下实验室受强噪声干扰等领域具有广

泛的应用背景，徐长节等[15]在 Laplace 变换域内得

到了具有球形空腔的饱和土瞬态响应的解析解，分

析了边界排水或不排水条件下位移、应力和孔压随

时间的变化规律。在此基础上，利用经典 Kelvin 模

型描述土骨架的黏性，分析比较了具有球形空腔的

饱和弹性土和黏弹土瞬态响应的差异[16]。Liu 等[17]

研究了具有半封闭球空腔的饱和黏弹性土-壳体衬

砌系统的耦合振动特性，讨论了半封闭渗透参数、

相对刚度等的影响。韩同春等[18]研究了任意荷载作

用下具有球壳的黏弹性饱和土动力响应，在 Laplace
变换域内得到了饱和黏弹土的位移、应力和孔压解

析解，讨论了不同响应模式下饱和土参数对响应的

影响。然而，这些研究或未考虑土体骨架黏性，或

采用 Kelvin-Viogt 体描述其黏性。 
本文首先将土骨架视为具有分数阶导数本构

关系的黏弹性体，采用工程常用的 Biot 模型，通过

引入势函数解耦动力控制方程，得到了球对称简谐

荷载作用下具有球形空腔饱和分数导数黏弹性土体

位移、应力和孔隙水压等解析表达式，通过数值计

算，考虑了边界渗透性的影响，分析比较了经典弹

性模型、分数导数黏弹性模型和标准线性固体黏弹

性模型下土体稳态响应的差异，考察了饱和土各参

数、分数导数阶数和材料参数比等对位移、应力和

孔压幅值的影响。 

2  控制方程及求解 

如图 1 所示，无限大饱和黏弹性土体中有一半

径为R 的球形空腔，空腔壁面作用有圆频率为的

球对称均布简谐荷载  i
0e i 1tq    。记饱和土体的

总密度为 S F(1 )n n      ，其中， S 、 F 分别

为土颗粒和孔隙流体的密度； n为孔隙率。考虑土

骨架和孔隙流体的压缩性及其流-固耦合作用，根

据 Biot 理论[19]，球对称情形下饱和土体动力响应的

控制方程为[17] 

 
T T TT 2

T S F F
2

2 rr
r ru w

r r t
   

 
  

  
 

  （1） 

式中： , ,r   为球面坐标， 为相位角， 为圆周

角；  T , ,i i r   分别为饱和土体的沿 方向、
方向和径向 r 的总应力； S

ru 、 F
rw 分别为土骨架和

孔隙流体相对于土骨架的径向位移。 
 

 

图 1  具有球形空腔的饱和黏弹性土模型 

Fig.1  Model of saturated viscoelastic soil embedded  
with a spherical cavity 

 
球对称情形下流体运动方程[17]为 

F2 F
F S F

2
r

r r
wp u w b

r t n t


   
       

    （2） 

式中：b k 为流-固耦合系数， 为流体黏滞系

数， k 为动力渗透系数。 
孔隙流体状态方程为 

F F S2 2S
r r r rw w u up M M

r r r r


    
           

  （3） 

式中：p 为孔隙流体压力； 、M 分别为表征土骨

架和孔隙流体压缩性的系数。当土骨架不可压缩

时， 1  ；当土骨架和孔隙流体都不可压缩时，

1  且1 0M  。 
饱和土的总应力为 

T SE

T SE

T SE  

r r p

p

p
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 
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  

 
  
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           （4） 

球对称情形下，具有分数导数本构黏弹性模型

的应力-位移本构关系为[13] 
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 （5） 
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式中：  SE ,  ,  i i r   为土骨架的有效应力； S 、
S 、  、  为土骨架的材料参数，且 S  S S2 /v   

 S1 2v ， Sv 为土骨架的泊松比； d dD t   为
（ 0 1  ）阶黎曼-刘维尔分数阶导数，定义为 

 

 0

1 d ( )[ ( )] d
(1 ) d ( )

t xD x t τ
t t





  


       （6） 

式中：
 1
 0( ) e du uu t t     为 Gamma 函数。 

由本构方程式（5）可见，当  1 时，土骨架

材料为标准线性固体；当  0 时，土骨架为经典

弹性材料。一般可通过对现场土进行一维压缩蠕变

试验和不同固结压力作用下的三轴固结不排水蠕变

试验，确定分数导数模型相关材料参数[11]。 
利用式（1）～（5），可得球对称情形下的位移

动力控制方程： 
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（7） 
引入如下势函数： 

S F
S F( , ) ( , );r r
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        

    （8） 

且对于稳态振动，可设 
S S i F F i S i
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 （9） 

并引入如下无量纲量和参数： 
F
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（10） 
由此，方程式（7）可化为 

2 2
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    （11） 

式中： 
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（12） 
利用条件 S Flim 0,  lim 0

r r
 

 
  ，则由方程式

（11）可得 
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这里，要求    Re 0 1,  2i i   ，且 iA 和 iB
（ 1,  2i  ）为待定系数。 

利用式（8）和式（7）中第 1 式，可得 

1 1 1 2 2 2;  B A B A             （14） 

式中： 
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由此可得无量纲位移： 
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（16） 
利用式（16）代入状态方程式（3），可解得 
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（17） 
由本构关系式（5），可得土骨架有效应力： 
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（18） 
式中： 
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（19） 
而饱和土体总应力为 
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式中： 
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（21） 
相应的边界条件为 
应力边界条件： 

T i
0e

t
r r R q               （22） 

若边界不渗透，则 
F 0r r Rw                （23） 

若边界自由渗透，则 

0r Rp                （24） 

利用边界条件式（22）～（24），可解得待定系

数： 

1 2
2 1 2

2 1 1 2 1

;  
b Q bA A A

a b a b b
  


     （25） 

式中： 

 
 

1

2

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

e

e  

a C M

a C M





  

  





     


      
    （26） 

当边界不渗透时，有 

   1 2
1 1 1 2 2 2e 1 ; e 1b b           （27） 

当边界自由渗透时，有 

   1 22 2
1 1 1 2 2 2e ;  eb M b M            （28） 

至此，可得到具有球空腔饱和分数导数黏弹性

土体稳态振动响应的解析解。 

3  计算结果分析与讨论 

下面考察饱和土各物理参数及分数导数模型

参数对无量纲径向位移幅值 S 2([Re( )]U U   
1
2S 2[Im( )] )U 和 无 量 纲 孔 隙 水 压 力 幅 值 P   

1
22 2([Re( )] [Im( )] )P P 影响。 

取如下参数[13, 17]： 0.4n  ， 0.5  ， S 0.35v  ，

M  20， 0.95  ， 10b  ， 0.5  ， 3T T   ，

10T  ， 2.2  。 
针对饱和弹性土、饱和分数导数黏弹性土及饱

和标准线性固体黏弹性土 3 种情况，图 2 显示出在

  1（即球空腔壁面）处土体的径向位移幅值 U 和

1.5  处孔压幅值 P 随频率变化规律。由图可见，

当土体为弹性模型时，位移幅值和孔压幅值达到最

大值；当土体为标准线性固体模型时，处于最小值，

而分数导数模型时两幅值的峰值在其余两种模型之

间。另外，不渗透条件下响应幅值的峰值大于渗透

条件下的峰值。 

 

 
      (a) 径向位移幅值 

 

 
      (b) 孔隙水压力幅值 

图 2  3 种模型比较分析 
Fig2  Comparative analysis of three models 

 
图 3 为流-固耦合系数b 对径向位移幅值的影

响。由图可见，随着b 的增大，土体渗透性降低，

位移幅值增大。在不渗透条件下，当b  100 和b    
1 000 位移幅值基本重合，而透水时b 对位移幅值有

明显影响，且随着半径的增加，位移幅值逐渐衰减。

图 4为泊松比 Sv 对径向位移幅值的影响。由图可见，
Sv 对位移幅值影响较小，随着 Sv 的增大，位移幅值

的峰值呈增大趋势，且随着半径的增加而逐渐衰减。

图 5、6 分别为流体压缩系数M 和土骨架压缩系数

 对径向位移幅值的影响。由图可见，M 对径向位

移幅值影响很大，随着M 的增加，共振效应越明显，
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而对基频影响较小。尽管随着 的增加，位移幅值

呈增大，但 对位移幅值影响较小。 

 

 
        (a) 位移幅值随频率变化 

 

 
       (b) 位移幅值随半径消散 

图 3  流固耦合系数 b 对径向位移幅值的影响 
Fig.3  Influence of fluid-solid coupling coefficient b 

on the radial displacement amplitude 
 

 
         (a) 位移幅值随频率变化 

 

 
         (b) 位移幅值随半径消散 

图 4  泊松比 vS对径向位移幅值的影响 
Fig.4  Influence of Poisson’s ratio vS on the radial 

displacement amplitude 

 
      (a) 位移幅值随频率变化 

 

 
        (b) 位移幅值随半径消散 

图 5  流体压缩系数 M 对径向位移幅值的影响 
Fig.5  Influence of fluid compressibility coefficient M  

on the radial displacement amplitude 
 

 
        (a) 位移幅值随频率变化 

 

 
        (b) 位移幅值随半径消散 

图 6  骨架压缩系数 对径向位移幅值的影响 
Fig.6  Influence of skeleton compressibility coefficient  

on the radial displacement amplitude 
 
图 7 为当材料参数比 3T T   时分数导数阶数

 对径向位移幅值的影响。由图可见，随着 的增

加，土体的阻抗越大，导致位移幅值明显减小。当
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频率  2.2 时，随着 的增加，位移幅值随半径衰

减越快。 
图 8 为当材料参数比 1T T   时分数导数阶数

 对径向位移幅值的影响。由图可见，随着 增

加，位移幅值几乎无任何变化。图 9 为材料参数比

T T  对径向位移幅值的影响。当T T  增加时，土

体的阻抗逐渐增大，位移幅值的峰值明显减小。当

频率  2.2 时，随着T T  的增加，位移幅值随半

径衰减越快。图 10 为耦合系数b 对孔压幅值的影

响。由图可见，随着b 的增加，孔压幅值逐渐增大。

在渗透条件下b 对孔压幅值影响较大，而不渗透时

b 对孔压幅值影响较小。对于渗透边界条件，当

  2.2 时，随着半径的增加，孔压幅值先增大产生

峰值，而后又逐渐衰减。图 11、12 分别为材料参数

比为 3T T   和 1T T   时阶数 对孔压幅值的

影响。由图可见，当 3T T   时，随着 的增加，

孔压幅值减小，而当 1T T   时阶数 对孔压幅值

没有影响。 
 

         
(a) 位移幅值随频率变化                                       (b) 位移幅值随半径消散 

图 7  当T T 3   时阶数 对径向位移幅值的影响 
Fig.7  Influence of order  on the radial displacement amplitude when T T 3    

 

         
(a) 位移幅值随频率变化                                       (b) 位移幅值随半径消散 

图 8  当T T   时阶数 对径向位移幅值的影响 
Fig.8  Influence of order on the radial displacement amplitude whenT T     

 

         
(a) 位移幅值随频率变化                                       (b) 位移幅值随半径消散 

图 9  材料参数比T T  对径向位移幅值的影响 
Fig.9  Influence of material parameter T T  on the radial displacement amplitude 

T / T = 4 
T / T = 3 

T / T = 2 
T / T = 1 

T / T = 4

T / T = 3 

T / T = 2 

T / T = 1 

 = 2.2 

1 2 3 4 5
0 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

半径 

径
向
位
移
幅
值

U
S G

S 
/ q

0R
 

 

透水 
不透水 

 = 0.5 
T= 10 

 = 2.2 

1 2 3 4 5
0

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

半径 

径
向
位
移
幅
值

U
S G

S 
/ q

0R
 

 

 = 0.2 
 = 0.4 
 = 0.6 
 = 0.8 

透水 
不透水 

T / T = 1 
T= 10 

 = 2.2 
= 0.6 

= 0.8

= 0.4 
= 0.2 

= 0.4 

= 0.8 

= 0.6 

= 0.2 

透水 
不透水 

1 2 3 4 5 
0

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

半径 

径
向
位
移
幅
值

U
S G

S 
/ q

0R
 

 

T / T = 3 
T= 10 

0 2 4 6 8 10 
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

= 1 

频率 

T / T = 3 
T= 10 

= 0.4 

= 0.8 = 0.6 

= 0.2 

透水 
不透水 

径
向
位
移
幅
值

U
S G

S 
/ q

0R
 

 

0

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 
 = 0.2 
 = 0.6 
 = 0.4 
 = 0.8 

透水 
不透水 

0 2 4 6 8 10 

频率 

T / T = 1 
T= 10 

径
向
位
移
幅
值

U
S G

S 
/ q

0R
 

 

= 1 

T / T = 4 

T / T = 3 

T / T = 2 

T / T = 1 

0 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

透水 
不透水 

0 2 4 6 8 10 
频率 

 = 0.5 
T= 10 

径
向
位
移
幅
值

U
S G

S 
/ q

0R
 

 

= 1 



第 4 期                   闻敏杰等：具有球形空腔饱和土分数导数黏弹性土的动力特性                     1007  

         
(a) 孔压幅值随频率变化                                       (b) 孔压幅值随半径消散 

图 10  流固耦合系数 b 对孔压幅值的影响 
Fig.10  Influence of fluid-solid coupling coefficient b on the pore water pressure amplitude 

 

         
(a) 孔压幅值随频率变化                                       (b) 孔压幅值随半径消散 

图 11  当T T   时阶数 对孔压幅值的影响 

Fig.11  Influence of order  on the pore water pressure amplitude whenT T     

 

         
(a) 孔压幅值随频率变化                                        (b) 孔压幅值随半径消散 

图 12  当T T   时，阶数 对孔压幅值的影响 

Fig.12  Influence of order on the pore water pressure amplitude whenT T     

 

4  结  论 

（1）在 3T T   时，具有球形空腔的饱和分数

导数黏弹性土稳态响应大于饱和经典黏弹性土的稳

态响应，而小于饱和弹性土的振动响应。 
（2）随着流-固耦合系数的增加，响应幅值逐渐

增大，且渗透条件下耦合系数对响应幅值影响显

著，而不渗透条件下对响应幅值影响较小。泊松比

对响应幅值影响很小。 

（3）随着流体压缩系数的增加，响应幅值的峰

值明显增大，而土骨架压缩系数对响应幅值影响较

弱。 
（4）分数导数阶数对响应幅值的影响依赖于材

料参数的取值。当 1T T   时，随着阶数增加，响

应幅值减小，共振效应减弱；当 1T T   时，响应

幅值没有影响。 
（5）随着材料参数比的增加，土体阻抗增大，

导致响应幅值逐渐减小，且衰减越快。 
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